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Predgovor

Sa brojem e se susretne ve�ina sred�oxkolaca. U programu za Matematiqku gimnaziju
ovaj broj se qesto pojav	uje u zadacima, u tre�em i naroqito qetvrtom razredu. �egove
osnovne osobine su dakle poznate onima koji su se malo vixe bavili matematikom od onoga
xto je predvi�eno u planu i programu za gimnazije. Na internetu su dostupni razni videi
i qlanci na ovu temu i kada se samo malo dub	e u�e u materiju prime�uje se koliko se e
qesto spomi�e.

Pokuxala sam da u ovom radu temi pri�em na malo drugaqiji naqin sa �e	om da na
jedno mesto skupim informacije o ovoj temi koje su meni bile interesantne a koje se retko
nalaze sve na jednom mestu. Me�utim, kako to biva, kada sam krenula da malo istra�ujem
shvatila sam koliko to nije jednostavno. Rad koji se nalazi pred vama jeste samo maleni
deo priqe koja okru�uje broj e.
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1 Uvod

U ovom radu bavi�emo se jednom od najznaqajnijih matematiqkih konstanti - brojem e.
Kako je sama tema broja veoma opxirna, mi �emo se ovde baviti samo istorijom otkriva�a
ovog broja i nekim �egovim osobinama.

U drugom poglav	u �emo krenuti od Nepiera i �egovog revolucionarnog otkri�a loga-
ritama, a potom prate�i protok vremena videti i kako se polako 17-im vekom pribli�a-
valo ovom broju: vide�emo problem slo�ene kamate Jakoba Bernulija, potom nagradni
problem lanqanice i na kraju �emo pomenuti Ro
era Koutsa i �egov doprinos istra�i-
va�u broja e.

U tre�em poglav	u �emo se baviti Ojlerom i �egovim radovima, odnosno �egovim
otkri�ima vezanim za broj e.

U qetvrtom poglav	u �emo videti jedno izvo�e�e broja e, kao i dokaz da je e iraci-
onalan i transcendentan.

Na kraju rada se nalazi literatura.

2 Istorija broja e pre Ojlera

Broj e, ili kako se nekad zove, Ojlerova konstanta, je dobio ime po matematiqaru
Ojleru o kome �e da	e u radu biti reqi. U ovoj glavi �emo videti koji su matematiqari
uqestvovali u otkriva�u broja e. Pre Ojlera, Jakob Bernuli je putem limesa definisao
e.

Ojler je znaqajan zato xto je bio prvi koji se izdaxno bavio brojem e, odnosno �egovim
osobinama, limesima i funkcijom ex.

2.1 Logaritmi

U 17. veku doxlo je do velikog razvoja matematike. Mnogi matematiqari i nauqnici
su doprineli ovom razvitku i doxlo je do velikih otkri�a u raznim po	ima matematike,
koja su tako postala otvorena za da	a i dub	a istra�iva�a. Ovde �emo, kako bismo
prikazali va�nost ovog perioda, napomenuti da je u 17. veku Kepler objavio svoje zakone
planetarnog kreta�a i da su krajem veka �utn i Lajbnic postavili osnove matematiqke
analize. Koliko je ovaj period bio bitan i plodotvoran, pokazuju imena velikana nauke
koji su tada �iveli: Galilej, Ferma, Paskal, Dekart...

Otkri�e s poqetka 17. veka koje je u velikome pomoglo pri glomaznim izraqunava�ima
tog doba jeste otkri�e logaritama �ona Nepiera. Operacija sabira�a je jednostavnija od
operacije mno�e�a i samim tim je ma�a verovatno�a da se pri sabira�u pogrexi. Upravo
na ovom principu su bazirani logaritmi, odnosno operacija logaritmova�a. Pretpostav-
	a se da je ideju za svoje otkri�e Nepier pronaxao u tada novootkrivenoj formuli za
proizvod sinusa:

sinAsinB =
1

2
{cos(A−B)− cos(A+B)} .

Logaritme je definisao na slede�i naqin: Posmatrajmo du� AB i polupravu DE (slika
dole). Neka taqke C i F poqnu da se kre�u istovremeno; taqka C brzinom koja je propor-
cionalna ostatku puta, odnosno du�ini CB, a taqka F se kre�e konstantnom, poqetnom
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brzinom. Tada je DF logaritam du�ine CB, odnosno za DF = x i CB = y,

x = Nap log y.

A BC

ED F

Pomo�u danax�eg zna�a, tada nedostupnog Nepieru, dobija se da je

Nap log y = 107 log1/e (y/10
7).

Godine 1614. je objav	ena Nepierova broxura Mirifici logarithmorum canonis descriptio,
ili Opis divnog kanona logaritama i ovo je za sada prvi poznati tekst u kome se impli-
cintno pojav	uje broj e. Ovaj tekst, preveden na engleski (original je bio na latinskom) je
bio objav	ivan 1616. i 1618. U verziji iz 1618, nalazi se dodatak u kome su bili raqunati
logaritmi sa osnovom e. Veruje se da ovaj dodatak nije napisao Nepier, ve� Vilijam Otred.

Slika 1: �on Nepier
Slika 2: Mirifici logarithmorum canonis
descriptio

Logaritme koje je definisao danas nose naziv Nepierovi logaritmi, i umeju qesto da
se pogrexno poistovete sa prirodnim logaritmima (logaritmi sa osnovom e). Ovde �emo
kratko napomenuti da je Brigz zajedno sa Nepierom preformulisao logaritme i tako su
nastali logaritmi sa osnovom 10 - danax�i prirodni logaritmi. Na ideju logaritama
nije doxao samo Nepier; xvajcarski mehaniqar Burgi je nezavisno od Nepiera napravio
tablicu logaritama i objavio je 1620. godine.
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2.2 Bernuli i slo�ene kamate

Jakob Bernuli je 1689. objavio Tractatus de seriebus infinitis, gde se pozabavio
slede�im problemom slo�ene kamate: Zamislimo da smo od banke uzeli 1 dinar i da
banka napla�uje kamatu od 100% jednom godix�e. Na kraju godine bismo morali da pla-
timo 1 · (1 + 1) = 2 dinara. Xta se dexava ako banka napla�uje kamatu dva puta godix�e,
po 50%? Tada bismo na kraju godine morali da platimo 1 · (1 + 1

2) · (1 + 1
2) = 2.25 di-

nara. Sliqno, ako bi banka napla�ivala kamatu svaka tri meseca, odnosno qetiri puta
godix�e, na kraju godine bismo morali da platimo 1 · (1 + 1

4) · (1 + 1
4) · (1 + 1

4) · (1 + 1
4),

odnosno 1 · (1 + 1
4)

4 = 2.44140625 dinara. Zak	uqujemo da xto qex�e banka napla�uje ka-
matu, to ve�i iznos pla�amo na kraju godine. U opxtem sluqaju, ako banka n puta godix�e
napla�uje kamatu, iznos koji pla�amo na kraju godine je 1 · (1 + 1

n)
n dinara.

Bernuli je zak	uqio da je limes limx→∞(1+ 1
n)
n konaqan; ovo je bio prvi put u istoriji

da je broj definisan kao limes. Preko binomne teoreme je razvio (1+ 1
n)
n i tako dobio da

je vrednost ove konstante izme�u 2 i 3.

2.3 Problem lanqanice

Galileo Galilej je bio prvi koji je predstavio problem lanqanice, odnosno postavio
pita�e koji je matematiqki oblik lanca pri dejstvu sile Zem	ine te�e (slika 3). Galilej
je pretpostav	ao da takav lanac obrazuje parabolu, me�utim tu pretpostavku je oborio
Joahim Jung 1669. Godine 1690. je Jakob Bernuli predlo�io da ovaj problem postane
nagradnog tipa. U periodu od 1690-1691. do rexe�a su doxli Jakob i Johan Bernuli,
Lajbnic, Hajgens i �utn. Rexe�e ovog problema se putem danax�e notacije zapisuje
ovako:

y =
a

2

(
e

x
a + e−

x
a

)
= acosh

(x
a

)
.

Slika 3: lanqanica

Iz pisama razme�enih izme�u Lajbnica i Hajgensa u vezi sa ovim problemom, mo�e se
zak	uqiti da je Lajbnic bio svestan konstante e; on ju je nazvao b : ”b estant une grandeur
constante, dont le logarithme est 1, et le logarithme de 1 estant 0” (b je konstantna vrednost
qiji je logaritam jednak 1 i za koji je log1 = 0). Me�utim, nije prona�en nikakav pisani
dokaz u kome je Lajbnic ovu konstantu izraqunao.
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2.4 Ro
er Kouts i broj e

Jedna od poznatih i veoma znaqajnih formula koja se pripisuje Ojleru, jeste formula
za predstav	a�e kompleksnog broja: eix = cosx+ isinx. Ono xto je ma�e poznato, jeste da
je Ro
er Kouts, engleski matematiqar koji je blisko sara�ivao sa �utnom, bio onaj koji
je doxao do formule ix = log(cosx+ isinx), iz koje se da	e dolazi do prethodno navedene,
Ojlerove formule.

3 Konaqno, Leonard Ojler

Slika 4: Leonard Ojler

Leonard Ojler je bio Xvajcarski matematiqar 18-og veka. Napisao je mnogobrojne
radove iz oblasti matematike i prirodnih nauka. �egov rad je od va�nosti u skoro
svakoj grani matematike. Kada je u starosti oslepeo, nastavio je da se bavi matematikom
i nimalo nije uma�io svoju uqinkovitost. Broj e je po �emu dobio ime - Ojlerov broj,
iako se u literaturi, naroqito britanskoj, mo�e nai�i i na naziv Nepierova konstanta.

3.1 Istorija broja e kroz Ojlerove radove

Prvi put se broj e pojavio pred javnosti 1736, u Ojlerovoj Mechanica sive motus
scientia analytice exposita, i nastav	a da se pojav	uje u Ojlerovim artiklima u periodu
od 1747-1751. Zapravo, ako posmatramo rad Ojlera, on je broj e koristio i ranije u svojim
radovima: 1727. i 1731. Me�utim, ovi tekstovi su bili zametnuti negde, me�u gomilom
Ojerovih radova i tek su objav	eni 1862, odnosno 1843. U ovom radu napisanom 1727, kada
je Ojler imao samo 20 godina, nalazi se prva zabele�ena pojava broja e u Ojlerovom radu.
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Godine 1748. je objav	en Ojlerov Introductio in analysin infinitorum, odnosno Uvod u

analizu beskonaqnih veliqina. Kako bismo doqarali va�nost ove k�ige, pomenu�emo da
je Karl Bojers1, u jednom od svojih predava�a uporedio Euklidove Elemente i Ojlerov
Introductio, nazvavxi Elemente najznaqajnijim u
benikom antiqkog doba, a Introductio
najznaqajnijim u
benikom modernog doba. Izme�u ostalog, Ojler se ovde pozabavio brojem
e, �egovim osobinama i funkcijom ex.

Sada �emo videti kako je u ovoj k�izi Ojler definisao broj e. Dat je slede�i razvoj
logaritamske funkcije za proizvo	nu osnovu a:

log(1 + x) =
1

k

(
x

1
− x2

2
+
x3

3
− ...

)
. (1)

Primetimo kako je zapis koji je on tada koristio, isti kao zapis koji koristimo danas,
osim xto se oznaka log(1 + x) ne odnosi na logaritam sa osnovom deset, ve� na logaritam
sa proizvo	nom osnovom. Nakon prouqava�a ovog razvoja za a = 1 i a = 10, Ojler je
posmatrao razvoj za koji je k = 1. Prethodno je dao izraz za razvoj osnove a:

a = 1 +
k

1
+

k2

1 · 2
+

k3

1 · 2 · 3
+ ..., (2)

i ubacivxi k = 1 u (2), dobio je izraz:

a = 1 +
1

1
+

12

1 · 2
+

13

1 · 2 · 3
+ ...

Preko ovog izraza je izraqunao 23 decimale konstante a, odnosno da je
a = 2.71828182845904523536028... Potom je, zarad konciznosti, prirodnim logaritmima,
odnosno onima koji odgovaraju razvoju za k = 1, dodelio simbol e kome odgovara red

1 +
1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ ...

Odnosno, Ojler nam je dao formulu

e =
∞∑
n=0

1

n!
=

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+ ...

Termin prirodni logaritmi se najverovatnije prvi put pojav	uje u k�izi Logarit-
hmotechnia (1668.), matematiqara Nikolausa Merkatora, gde on preko binomne formule
razvija ln(1 + x) i taj razvoj danas nosi naziv Merkatorov razvoj:

x

1
− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ ... (3)

Ojler je u svojoj k�izi koristio naziv prirodni logaritam i izraqunao je prirodne lo-
garitme brojeva 1,2,...10 na 25 decimala.

1Carl Benjamin Boyer(1906-1976.), ameriqki istoriqar nauke
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3.2 Ojlerova formula

Kao xto smo pomenuli u prethodnoj glavi, Ojlerova formula glasi:

eix = cosx+ isinx.

Za x = π ova formula ima oblik
eiπ = −1,

odnosno
eiπ + 1 = 0. (4)

Formula (4) u sebi spaja va�ne matematiqke konstante e, π, imaginarnu jedinicu i i ne-
utrale za sabira�e i mno�e�e, 0 i 1. Ova formula se qesto smatra najlepxom formulom
u matematici.

4 Izvo�e�e broja e, iracionalnost, transcendent-

nost

4.1 Izvo�e�e

Ovde �emo preko limesa definisati broj e.

Posmatrajmo niz

an =

(
1 +

1

n

)n
i doka�imo da je on konvergentan. Posmatrajmo zajedno sa nizom (an) i niz (bn) sa opxtim
qlanom

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

= an ·
(
1 +

1

n

)
.

Ako doka�emo da postoji limn→∞ bn, bi�e

lim
n→∞

an =
limn→∞ bn

limn→∞(1 + 1
n)

= lim
n→∞

bn,

pa �e postojati i limn→∞ an i oba limesa �e imati istu vrednost. Sada navodimo teoremu
koju �emo da iskoristimo.

Teorema 4.1. Ako je niz realnih brojeva (an) opadaju�i i ograniqen odozdo, tada je taj

niz konvergentan.

Dakle, sada �elimo da poka�emo da je niz (bn) opadaju�i. Imamo da je

bn−1
bn

=

(
n
n−1

)n
(
n+1
n

)n+1 =
n2n+1

(n− 1)n(n+ 1)n+1
=

(
n2

n2 − 1

)n
· n

n+ 1
=

(
1 +

1

n2 − 1

)n
· n

n+ 1
.
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Primenom Bernulijeve nejednakosti dobijamo da je(
1 +

1

n2 − 1

)n
> 1 +

n

n2 − 1
,

pa je
bn−1
bn

>

(
1 +

n

n2 − 1

)
· n

n+ 1
>
(
1 +

n

n2

)
· n

n+ 1
=
n+ 1

n
· n

n+ 1
= 1,

to jest, bn−1 > bn za sve n ∈ N, n ≥ 2, odnosno niz (bn) je opadaju�i.
Sada preostaje da poka�emo da je (bn) ograniqen odozdo. Svi qlanovi niza (bn) su

pozitivni, pa je ovaj niz ograniqen nulom. Me�utim, niz se mo�e i preciznije ograniqiti.
Primenom Bernulijeve nejednakosti dobijamo

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

> 1 +
n+ 1

n
> 2.

Dakle, ovime smo dokazali da je niz (bn) konvergentan. Odatle va�i da je i niz

an =

(
1 +

1

n

)n
konvergentan.

Definixemo e := limn→∞
(
1 + 1

n

)n
.

Kako je za svako n, an < e < bn, mo�emo lako izraqunati broj e sa proizvo	nom
taqnox�u.

4.2 Iracionalnost

Sada �emo pokazati da je e iracionalan, odnosno da je �egov decimalni zapis besko-
naqan i nije periodiqan.

Podsetimo se da va�i: e =
∑∞

k=0
1
k! odnosno e =

1
0! +

1
1! +

1
2! +

1
3! + ...

Oznaqimo sada sa Sn =
∑n

k=0
1
k! =

1
0! +

1
1! +

1
2! +

1
3! + ...+ 1

n! .

Odavde va�i da je 0 < e−Sn = 1
(n+1)!+

1
(n+2)!+

1
(n+3)!+... =

1
(n+1)!

(
1 + 1

n+2 + 1
(n+2)(n+3) + ...

)
<

1
(n+1)!

(
1 + 1

n+1 + 1
(n+1)(n+1) + ...

)
. Koriste�i se svojstvom zbira geometrijskog reda, od-

nosno da za |q| < 1 va�i b+bq+bq2+... = b
1−q , imamo da je

1
(n+1)! ·

(
1 + 1

n+1 + 1
(n+1)(n+1) + ...

)
=

1
(n+1)! ·

n+1
n = 1

n!·n . Dakle, dobili smo da je 0 < e− Sn < 1
n!·n , odnosno,

0 < n!(e− Sn) <
1

n
,∀n ∈ N. (5)

Teorema 4.2. Broj e je iracionalan.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Dakle e je racionalan, te ga mo�emo zapisati kao
p
q , p, q ∈ N i neka su p i q uzajamno prosti. Izaberimo bilo koji prirodan broj n ve�i

od q. Kako je n > 1, 1
n < 1. Iz (5) imamo da je 0 < n!(e − Sn) < 1

n < 1, odakle va�i da
n!(e− Sn) nije prirodan broj (ne postoji prirodan broj izme�u 0 i 1).
Izraz n!(e− Sn) mo�emo zapisati kao n!(pq − Sn) = n! · pq − n!(

1
0! +

1
1! +

1
2! +

1
3! + ...+ 1

n!) =
n!
q · p− (n! + n!

1! +
n!
2! +

n!
3! + ...+ n!

n!). Kako smo izabrali n > q to q|n! pa je n!
q prirodan, te je

i n!
q · p prirodan broj. Dakle, n!(

p
q − Sn) je prirodan broj. Kontradikcija.

4.3 Transcendentnost

Godine 1682. je Lajbnic prvi iskoristio termin transcendentnost, a Ojler je onaj
koji je transcendentne brojeve definisao na naqin na koji se i danas definixu:

Definicija 4.3. Algebarski broj je realan ili kompleksan broj za koji postoji polinom

n-tog stepena P (x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . . +a1x+a0, gde ak ∈ Q, qiji je on koren. Realni

brojevi koji nisu algebarski zovu se transcendentni brojevi.

Postoja�e transcendentnih brojeva dokazao je Lijuvil2 1844, a sedam godina kasnije
je i konstruisao jedan transcendentan broj:

∞∑
k=1

10−k! = 0.110001000000000000000001000...

Prvi broj koji nije za to namenski konstruisan, a za koji je dokazano da je transcendentan
jeste upravo broj e. Transcendentnost broja e je prvi dokazao Qarls Hermit tokom 1873.
Naredne godine je Georg Kantor dokazao da algebarskih brojeva ima prebrojivo beskonaqno
mnogo a transcendentnih neprebrojivo mnogo. Ferdinand fon Lindeman se osla�a na
Hermitov rad i 1882. dokazuje da je za svaki algebarski broj b, razliqit od nule, eb

transcendentan. Kako je eiπ = −1, odavde sledi da je π transcendentan.
Sada �emo prikazati jedan dokaz transcendentnosti broja e koji se nalazi u k�izi

matematiqara Hernxtajna 3.
Prvo navodimo Lagran�ovu teoremu o sred�oj vrednosti koju �emo koristiti da	e u
dokazu.

Teorema 4.4. Neka je funkcija g : [a, b]→ R :

1. neprekidna u svim taqkama segmenta [a, b];

2. diferencijabilna u svim taqkama intervala (a, b).

Tada postoji taqka c ∈ (a, b), takva da je

g(b)− g(a) = g′(c)(b− a).
2Joseph Liouville(1809-1882.), francuski matematiqar i in�e�er
3Israel Nathan Hernstein - Topics in Algebra
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Ovde napomenimo da se taqka c iz intervala (a, b) mo�e predstaviti i kao a+ θ(b− a)
za θ ∈ (0, 1).

Radi lakxeg razumeva�a narednog dokaza, neke korake smo preskoqili. Oni se mogu
na�i na kraju rada, u poglav	u Dodatak.

Broj e je transcendentan.

Dokaz. Koristi�emo standardnu oznaku f (i)(x) da oznaqimo i-ti izvod funkcije f , kao i
oznake f ′(x), f ′′(x) za prvi i drugi izvod funkcije f .

Pretpostavimo da je f(x) polinom r-tog stepena sa realnim koeficijentima. Neka je
F (x) = f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + ...+ f (r)(x). Da	e, d

dx(e
−xF (x)) = −e−xf(x) (dokaz pogledati

pod stavkom 1 u poglav	u Dodatak).
Ako u Lagran�ovu teoremu uvrstimo g(x) = e−xF (x) na intervalu [x1, x2] gde je x1 = 0

i x2 = k i k je prozivo	an prirodan broj, dobijamo e−kF (k)−F (0) = −e−θk·kf(θkk)k gde je
θk iz intervala (0, 1) i zavisi od k. Mno�e�em ove relacije sa ek dobijamo F (k)−F (0)ek =
−e(1−θk)·kf(θkk)k. Ovo eksplicitno zapisujemo:

F (1)− eF (0) = −e(1−θ1)f(θ1) = ε1

F (2)− e2F (0) = −e2(1−θ2)f(2θ2) = ε2

... (6)

F (n)− enF (0) = −nen(1−θn)f(nθn) = εn

Sada, pretpostavimo suprotno od onoga xto �elimo da doka�emo, odnosno da je e algebar-
ski. To znaqi da on zadovo	ava neku jednaqinu oblika

cne
n + cn−1e

n−1 + ...+ c1e+ c0 = 0, (7)

gde su c0, c1, ..., cn celi brojevi i mo�emo bez uma�e�a opxtosti re�i da je c0 > 0. Sada
�emo u relaciji (6) prvu jednaqinu pomno�iti sa c1, drugu sa c2 i tako da	e. Sabira�em
tih jednaqina dobijamo slede�i izraz:
c1F (1) + c2F (2) + ...+ cnF (n)− F (0)(c1e+ c2e

2 + ...+ cne
n) = c1ε1 + c2ε2 + ...+ cnεn. Sad iz

jednaqine (7) imamo da je c1e + c2e
2 + ... + cne

n = −c0, te ovu prethodu jednaqinu mo�emo
jednostavnije zapisati:

c0F (0) + c1F (1) + c2F (2) + ...+ cnF (n) = c1ε1 + c2ε2 + ...+ cn. (8)

Prethodna diskusija se odnosila na proizvo	nu funkciju f(x), sada �emo ovo gore
navedeno primeniti na specifiqan polinom, koji je konstruisao Hermit,

f(x) =
1

(p− 1)!
xp−1(1− x)p(2− x)p...(n− x)p.

Ovde je p bilo koji prost broj za koji va�i p > n i p > c0 (takav prost broj uvek postoji).
Ako razvijemo ovaj polinom, odnosno izmno�imo sve zagrade, f postaje:

f(x) =
(n!)p

(p− 1)!
xp−1 +

a0x
p

(p− 1)!
+
a1x

p+1

(p− 1)!
+ ...+

1

(p− 1)!
x(n+1)p−1,
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gde su a0, a1... celi brojevi. Kako je f(x) polinom r-tog stepena, to je zapravo r = (n+1)p−1.
Za i ≥ p, f (i)(x) je polinom qiji su koeficijenti de	ivi sa p (pogledati Dodatak,

stavka 2). Dakle, za svaki ceo broj j, f (i)(j) za i ≥ p je ceo broj koji je de	iv sa p.
Iz toga kako smo definisali f(x) mo�emo primetiti da on ima p-tostruke nule u

taqkama x = 1, 2, ..., n. Odavde, u taqkama j = 1, 2, ..., n f(j) = 0, f ′(j) = 0, f ′′(j) =
0, ..., f (p−1) = 0. Sada, F (j) = f(j) + f ′(j) + f ′′(j) + ... + f (p) + ... + f (r) odnosno F (j) =
f (p+1) + ...+ f (r) a to je ceo broj de	iv sa p.

Posmatrajmo F (0) : u taqki x = 0 f(x) ima p− 1-tostruku nulu, odnosno f(0) = f ′(0) =
f ′′(0) = ... = f (p−2)(0) = 0. Za p ≥ i f (i)(0) je ceo broj de	iv sa p. Da	e, f (p−1)(0) = (n!)p a
kako je p prost i ve�i od n onda p - (n!)p. Dakle F (0) je ceo broj i nije de	iv sa p. Kako je
c0 > 0 i p > c0 to p - c0F (0). Va�i da p | F (1), p | F (2)...p | F (n), odakle zak	uqujemo da je
c0F (0) + c1F (1) + ...+ cnF (n) ceo broj koji nije de	iv sa p.

Iz (7) imamo da je c0F (0) + c1F (1) + c2F (2) + ...+ cnF (n) = c1ε1 + c2ε2 + ...+ cnεn.. Za
εi va�i: εi = −iei(1−θi)f(iθi), odnosno

εi =
−ei(1−θi)(1− iθi)p . . . (n− iθi)p(iθi)p−1i

(p− 1)!
,

za 0 < θi < 1. Odakle,

|εi| < en
np(n!)p

(p− 1)!
.

Za p→∞,
ennp(n!)p

(p− 1)!
→ 0,

(dokaz u Dodatku stavka 3) xto znaqi da mo�emo izabrati takav prost broj, koji je ve�i i
od n i od c0, za koji �e va�iti |c1ε1 + c2ε2 + ...+ cnεn| < 1. Me�utim c1ε1+c2ε2+ ...+cnεn =
c0F (0) + c1F (1) + c2F (2) + ... + cnF (n) pa mora biti ceo broj, a kako je �egova apsolutna
vrednost ma�a od 1 to mora da biti c1ε1+c2ε2+...+cnεn = 0.Dakle, c0F (0)+c1F (1)+c2F (2)+
...+cnF (n) = 0; ovo je me�utim nemogu�e poxto znamo da p - (c0F (0)+c1F (1)+c2F (2)+ ...+
cnF (n)), a p | 0. Ova kontradikcija proizilazi iz pretpostavke da je e algebarski, dakle,
e je transcendentan.

Transcendentnost broja povlaqi i �egovu iracionalnost, tako da se preko ovog dokaza
mo�e pokazati i da je e iracionalan.

4.3.1 Dodatak

Radi lakxeg razumeva�a dokaza transcendentnosti broja e, preskoqili smo neke stavke u
dokazu. U dokazu je bilo napomenuto na koje delove dokaza se to odnosi i ti preskoqeni
koraci se mogu na�i ovde.

1. d
dx(e

−xF (x)) = F (x) · ddxe
−x + e−x d

dxF (x) = F (x) · (−e−x) + e−x(f(x) + f ′(x) + f ′′(x) +

... + f (r))′. Kako je f(x) polinom r-tog stepena to sledi d
dx(e

−xF (x)) = e−x(f ′(x) +

f ′′(x) + ...+ f (r) − F (x)) = e−x · (−f(x)), odnosno d
dx(e

−xF (x)) = −e−xf(x).

2. Kao xto smo ve� naveli

f(x) =
(n!)p

(p− 1)!
xp−1 +

a0x
p

(p− 1)!
+
a1x

p+1

(p− 1)!
+ ...+

1

(p− 1)!
x(n+1)p−1.

13



Posmatrajmo xta se dexava za i = p, dokaz je analogan za i > p. Koristimo poznato
svojstvo izvoda polinoma, tj. da je (xα)(m) = α · (α − 1) · ... · (α −m)xα−m za m ≤ α.

Odavde, ( (n!)p

(p−1)!x
p−1)(p) = 0, a kod svih ostalih sabiraka stepen je ve�i od p, pa �e

zbog gore navedenog svojstva izvoda polinoma svi oni biti de	ivi sa p.

3. 0 < ennp(n!)p

(p−1)! = enn(n!) (n·n!)
p−1

(p−1)! = enn(n!)n·n!1 ·
n·n!
2 · ... ·

n·n!
n·n! ·

n·n!
n·n!+1 · ... ·

n·n!
(p−1)! ,

a xto je ma�e od enn · n! · n·n!1 ·
n·n!
2 · ... ·

n·n!
n·n! ·

(
n·n!
n·n!+1

)(p−1)!−n·n!
.

Kako je limp→∞ e
nn ·n! · n·n!1 ·

n·n!
2 · ... ·

n·n!
n·n! ·

(
n·n!
n·n!+1

)(p−1)!−n·n!
= 0, to preko Teoreme dva

policajca dobijamo da je limp→∞
ennp(n!)p

(p−1)! = 0.
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5 Zak	uqak

U ovom radu bavili smo se brojem e.
U drugoj glavi rada bavili smo se time kako su matematiqari u 17-om veku doxli do

broja e.
Potom smo u tre�oj glavi videli gde i kako se broj e pojav	ivao u Ojlerovom radu.

Naveli smo i Ojlerovu formulu.
U qetvrtoj glavi smo videli jedno izvo�e�e broja e, kao i dokaz da je e iracionalan i

transcendentan.
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