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IIpearosop

Ca 6pojem e ce cycperHe BehuHa cpembOoIKoJana. ¥ nmporpamy 3a MareMaTudky ruMHA3ZHU]Y
oBaj Opoj ce wecTo mojaBibyje y 3a/anuMa, y TpeheM u HApoduTO YeTBpTOM paspesay. Hberose
OCHOBHE OCODHHE Cy JIAKJIe [I03HATE OHUMA KOjU Cy Ce MAJIO BUIIlE DABUIN MATEMATHKOM OJ OHOTA,
1ITo je npeAsuheHo y njiany u nporpamy 3a rumuasuje. Ha unrepruery Cy fOCTyIIHY DA3HU BUIEH
¥ WIAHIW HA OBY TEMY W KaJIa e caMo MaJio aybsse yhe y marepujy mpumehyje ce KOJHWKO ce e
YECTO CIIOMUE.

[Mokymmana cam 8 y OBOM pajly TeMU TpUheM Ha MaJjo JAPYTAdHju HAYHH CA YKEHOM Ja Ha,
JEIHO MEeCTO CKyIIUM HH(POPMAIHje O 0OBOj TEMHU Koje Cy MeHH OHjIe HHTEePECaHTHE a KOJe Ce PETKO
HaJase cee Ha jeqHoMm mecty. Mehyrtum, kako To 6uBa, Kaga cam KPEHYJIA 13 MAJIO UCTPAXKYjeM
CXBATHJa CaM KOJIMKO TO HUJje jeJIHOCTABHO. Paj Koju ce Haa3W MpeJ BaMa JecTe caMO MAaJeHU
Jieo mpude Koja OKpyxkKyje 6poj e.



1 ¥YBox

Y oBom pajty 6aBulieMo ce jeHOM OJ] HAJ3HAYAJHUJUX MATEMATHIKHX KOHCTAHTH - OpPOjeM e.
Kako je cama Tema 6poja BeoMma ommmpHa, Mu hemMo ce oBjie 6aBATH CaAMO UCTOPHUJOM OTKPHUBAIHA,
OBOT Op0Oja ¥ HEKUM IHErOBUM OCODMHAMA.

Y apyrowm norsiasiby hemo kpenyTu oj; Henmepa u merosor peBosyimonapuor orkpuha, jora-
puTtama, & moToM nparehn mpPoOTOK BPEMEHA BUIETH M KAKO Ce MOJaK0 17-uM BeKOM mpubJimKa-
BaJjio oBoM Opojy: Buuehemo tpobiem cioxene kamare Jako6a Beprysiuja, moTOM HAIpaJHH
npobsem Jsrandanuie u Ha Kpajy hemo momenytu Porepa KoyTca u meros monpwHOC mCTpaXKu-
Bamy Opoja e.

Y rpehem norsmasiby hemo ce HGaBuru OjepoM U HErOBUM PAJIOBAMA, OIHOCHO HETOBUM
oTKpuhuMa Be3aHuM 33 Opoj e.

Y deTBpTOM TOTJMaBBY hemo BumeTH jeaHo m3Boleme Opoja e, Kao W J0Ka3 Jia je e mpalu-
OHAJIAH W TPAHCIEHICHTAH.

Ha xpajy pajsia ce Hama3u JuTepaTypa.

2 MHWcropmja 6poja e npe Ojaepa

Bpoj e, man kako ce mekan 30Be, OjiepoBa KOHCTAHTA, je JOOMO WME IO MATEMATHUIAPY
Ojrnepy o kome he yame y pajy 6utu peuu. Y 0BOj IJiaBu heMO BUJETH KOJH Cy MATEMATHIAPH
y4ecTBOBaJ y orkKpuBamy 0poja e. [Ipe Ojiepa, Jakob Beprysu je myrem jumeca jedpuHACAO
e.

Ojaep je sHAUAjaH 3aT0 MITO je 6UO UPBU KOjU ce U3JAITHO OaBUO OPOjeM €, OJHOCHO HErOBUM
ocobnHama, imMecumMa u QyHKIMjoM e*.

2.1 JlorapmTmn

Y 17. BeKy AOILIO je A0 BEJWKOT Pa3Boja MaTeMaTuke. MHOrm MaTeMaTHYIapy W HAYTHUIIHA
Cy JIONPWHE M OBOM PA3BUTKY U JOILIO je JI0 BEJMKUAX OTKpuha y pa3HuM I0/bUMa MATEMATHUKE,
KOja Cy TakKO II0CTajia OTBOPEHA 3a Jasba u Jiybsba ucrpaxkusamwa. Opae hemo, kako 6ucmo
MPUKA3aJId BAXKHOCT OBOT MEepUOIa, HATOMEHYTH 1 je v 17. Beky Kerutep objaBuo cBoje 3aKoHe
IUIAHETAPHOT KPeTama 1 1a cy KpajeMm Beka byTu u JlajObuur mocraBuiam 0CHOBE MATEMAaTHIKE
anasmse. Kosmko je oBaj mepuon 6mo 6uTal W IJIOJOTBOPAH, MOKA3yjy MMEHA BEINKAHA HAyKe
Koju cy Tasma xkupenu: Laguiej, @epma, [ackas, Jlekaprt...

Orkpuhe ¢ moyerka 17. Beka Koje je y BEJIUKOME IIOMOTJIO [IPU IJIOMA3HUM M3PAYyHABAHUMA,
Tor j1ob6a jecre orkpuhe soraputama |lora Hemmepa. Omneparmja cabupama je jeTHOCTaBHE]A, O
ollepalidje MHOXKEhA U CAMUM THUM je Makba BepoBaTHONA J1a ce rpu cabupamby Morpenin. Y IpaBo
H& OBOM IIPUHIMIY Cy Oa3WpaHu JJOTAPUTMHU, OJHOCHO OIEPAIHja JIOTApUTMOBama. IIpernocras-
Jba ce Ja je maejy 3a cBoje orkpuhe Hemmep mpoHammao y Taja HOBOOTKPHBEHO] (hopMysm 3a
[IPOM3BO/L CUHYCA:

1
sinAsinB = 5 {cos(A— B) —cos(A+ B)}.

Jlorapurme je nedunucao na crnenehn naumn: ITlocmarpajmo myx AB w noaynpasy DE (ciwka
nosie). Heka tauke C' u F mouny na ce kpehy ucrospemeno; Tauka C' 6p3uHOM KOja je TpPOIop-
[MMOHAJIHA OCTATKY TyTa, ofgHocHO ayxubu C' B, a tauka F ce kpehe KOHCTAHTHOM, TTOYETHOM



op3uaom. Tama je DF moraputam nyxwune CB, ogaocao 3a DF = xu CB =y,
x = Nap log y.

A C B

D F E

Tlomohy mamarmmmer 3uama, Taa HegocTynHor Henmepy, mobuja ce na je
Nap log y = 107 log, /e (y/107).

Tomune 1614. je oGjasmena Hemmeposa Gpomrypa Mirifici logarithmorum canonis descriptio,
win Onuc dusHO2 KGHOHG A02apUMAaMa W OBO je 3a cala IPBU HO3HATU TEKCT ¥ KOME Ce MMILIU-
MUHTHO TI0jaBsbyje 6poj e. OBaj TeKCT, IPEBEIEH HA EHTVIECKH (OPUTHHAJ je OGMO Ha JIATUHCKOM) je
6mo ob6jaBsbuBan 1616. u 1618. VY Bepauju uz 1618, Hana3u ce JojaTak y KoMe cy Omiim padyHaTH
JIOTAPUTMHE Ca OCHOBOM e. Bepyje ce 1a oBaj nogarak auje nanucao Hemuep, seh Busmjam OTpes.

Logarithmorum
Canonis defcriptio,

Ejufque ufus, in utraque
T rigonometria; ut etiam in
owmni Logiftica Mathematica,

Amplifsimi, Facillimi , &
expeditifmi explicatin,

Authore ac Inventore, || b2
IOANNE NEPERO,
BaroneMerchittonii,
&re. Scoto.

EDINBURGI, E
Exofficina ANDREZ HART | [

Bibliopile, cI>. De. X1v.

Cmuka 2: Mirifici logarithmorum canonis
descriptio

Chmuka 1: [lon Henmep

Jloraputme koje je medunmcao gaHac Hoce Ha3WB HemmepoBu JOTAPDUTMH, U YME]y UeCTO Ja
Ce TIOTPENTHO MOUCTOBETE Ca MPUPOIHAM JIOTapuTMuUMa, (JIorapuTMu ca ocHoBoM ). Oje hiemo
KPATKO HAIIOMEHYTH 1a je Bpurs 3ajenmo ca Hemmepom mpedopmyimcao JorapuTMe U TAKO Cy
HACTAJIU JIOTAPUTMHU €4 ocHOBOM 10 - mamamimu npupoanu joraputvu. Ha umejy jgorapurama
HUje jomrao camo Henwep; mpeajuapcku Mexanndap Bypru je HesapucHo on Hemmepa Hampasuo
tTabsiniy norapurama u ofjasuo je 1620. rogune.



2.2 DepHyJu u cjJo2KeHe KaMaTe

Jako6 Bepuysm je 1689. objasuo Tractatus de seriebus infinitis, tne ce mozabapuo
caegehuM mpobeMoM CJIOXKeHe Kamare: JaMUCIUMO JIa ¢MO o OaHke y3emu 1 auHAp W Ja
Ganka mamtahyje kamary ox 100% jeanom ropumme. Ha Kpajy rogune 6ucMO MOpasm Ja ILia-
tumo 1+ (14 1) = 2 punapa. Illra ce pemasa ako 6anka Hamiahyje Kamary JBa [yTa MOJIUIIHE,
no 50%? Tasma 6ucMo Ha Kpajy roaune mopaum ja mwiatumo 1- (14 3) - (1+ 3) = 2.25 nu-
Hapa. Ciuano, ako Ou HaHka HallahWBaja KaMaTy CBaKa, TPHU MECEIA, OJIHOCHO YeTUPHU I1yTa
ro/mIbe, Ha Kpajy rogume 6uemo Mopami qa wratavo 1- (14+13) - (1+4) - (1+ 1) - (1 + 1),
omuocHO 1 - (14 %)4 = 2.44140625 munapa. 3armbydyjeMo ja 1rTo derrhe HGanka Harmtahyje Ka-
mary, T0 Behu n3noc mahamo ma Kkpajy roawae. Y OMIITEM CIIydYajy, aKO HAHKA N MyTa TOIUIIHE
namwtahyje kamary, u3noc koju maahamo Ha Kpajy romuse je 1- (1 + %)” JUHAapA.

Bephyun je 3akspyano ja je ammec limg oo (1+ %)" KOHa4aH; OBO je OMO NPBU YT y UCTOPHUjU
na je 6poj nedunucan kao sumec. Ilpeko 6uHomMHe Teopeme je paseuo (1 + %)” ¥ TaKo J00mo Jia
je BpeamocT oBe KoHCTaHTe m3mely 2 u 3.

2.3 IIpobiaem jraHvaHUIlE

Tanueo Tanuiej je 6mo TpBU KOjU je TIPEICTABUO MPOOJIEM JIAHIAHUIIE, OJHOCHO TTOCTABHUO
OUTAKkE KOJU je MATeMATHIKHU OOJIMK JIAHIA TIPH JIjCTBY cuiie 3eMibuHe Texe (ciuka 3). [ammej
je TpeTmoCcTaB/ba0 Ja Takas JaHar odpasyje mapaboiy, MehyTuM Ty HPETHOCTaBKY je 060pmo
Joaxum Jynr 1669. Logume 1690. je Jakob Beprynau npeiimoxuo jia oBaj npobjeM IOCTaHe
Harpagaor tuma. ¥ nepuonay ox 1690-1691. mo pemema cy mormam Jakod m Joxam Bepmysm,
Jlajouun, Xajrenc u HbyTH. Peremse oBor npobsiema ce mmyTeM JIaHAIIRE HOTAIM]E 3AIHUCY]je

a £ _z T
y:7<ea+e a):acosh(—).
2 a

OBaKO!:

Coauka 3: JlaHYaHUIA

W3 nucama paszmemenux uzmelhy Jlajoruna u Xajrerca y Be3u ca OBUM MpoOIEMOM, MOXKE ce
3akspyauTn ja je Jlajouur 6mo cectan KoHcTanTe €; OH jy je mazBao b : b estant une grandeur
constante, dont le logarithme est 1, et le logarithme de 1 estant 0” (b je KOHCTaHTHA BDPEJIHOCT
auju je jorapurtam jeaak 1 m 3a koju je logl = 0). Meljyrum, auje nponaljen Hukakas nucanu
JOKa3 y KoMe je J1aj6HuIl 0By KOHCTAHTY M3PAIyHAO.



2.4 Pomnep KoyTc u 6poj e

Jenna oy mo3HaTHX W BeoMa 3HaUAjHUX (GopMysia Koja ce mpumnucyje Ojmepy, jecte dpopmyna
3a IIPeJICTaB/bAE KOMILICKCHOT 6poja: €' = cosx + isinz. OHO MTO je Mame HO3HATO, jecTe Jia.
je Pouep Koyrc, earsecku maremaruuap koju je bummcko capahusao ca Fbyrmom, 6uo onaj koju
je pomao 1o dopmyste iz = log(cosx + isinx), U3 Koje ce Jgajbe JOJA3H JI0 IPETXOIHO HABEJIECHE,
Ojnepose popmyute.

3 Konauno, Jleonapa Ojaep

Cnuxka 4: Jleonapa Ojaep

Jleonapy Ojiep je 6mo IIsajuapcku maremarudap 18-or Beka. Hamumcao je muOro6pojHe
paoBe M3 OOJIACTH MATEMATHKE W TMPUPOAHWX HayKa. [beros paj je o BaXXHOCTH y CKOPO
CBAaKOj TpaHU MaTeMaruke. Kama je y cTapocTn ocjeneo, HACTABHO je 1a ce GaBU MATEMATHKOM
¥ HUMAaJIO HUje yMamuo CBOjy YIMHKOBHTOCT. Bpoj e je mo memy mobmo nme - Ojmepos 6poj,
MAKO C€ y JIMTEPATYPH, HAPOUNTO OPUTAHCKO], MOXKe Hanhu u Ha HaszuB Henuepopa KOHCTAHTA.

3.1 MWcropuja 6poja e kpo3 OjrepoBe pajose

[Ipeu myT ce 6poj e mojapuo mpej japaoctu 1736, y OjnepoBoj Mechanica sive motus
scientia analytice exposita, n HACTaBBA Ja ce mojaibyje y OjaepoBuM apTUKINMA, Y TEPUOILY
ox 1747-1751. 3anpapo, ako nocmarpamo paj, Ojiepa, oH je 6poj € KOPUCTHO U PaHH]e y CBOJUM
pagosuma: 1727. m 1731. Mebhyrum, oBu TekcToBu cy Ousam 3amMeTHyTH Herje, mehy romusom
OjepoBux pasioBa u Tek cy objasspern 1862, opnocuo 1843. Y oBom pajy HamnucanoM 1727, kana
je Ojuep umao camo 20 roamwna, HaJa3m ce TpBa 3abejiekeHa nojasa 6poja e y OjiiepoBoM paiy.



Tomune 1748. je objaBmen Ojaepor Introductio in analysin infinitorum, ogHocHO Y600 Yy
anaau3y beckonaunux eeausura. Kako 6mcMo modapaliv BaXKHOCT OBE KIbWTE, MOMEeHyheMo 1a
je Kapx Bojepc!, y jemnom o cBojux mpemasama ynopeauo Eykimmose Eaemenme u Ojnepos
Introductio, nazsapiu FEaemenme Haj3HadajuwjuM yribenmkoMm anTwakor moba, a Introductio
HAj3HAYAJHUjUM yIIOeHHKOM MojiepHor jgoba. Uamely ocrasor, Ojiep ce opre mo3zabasuo 6pojem
e, 1heropuM ocobunama u QyHKImjom e”.

Cajia hiemo BuyieTu kKako je y oBoj kwusu Ojiep gedunucao 6poj e. ar je crenehu passoj
JIOTApUTAMCKE (PYHKIHjE 38 TMPOU3BOJLHY OCHOBY a:

1/ a2 23

TIpumerrMo Kako je 3ammc KOju je OH Taaa KOPUCTHO, NCTU KAO 3aIluC KOju KOPUCTHMO JAHAC,
OCHM TITO ce 03HaKa log(l + x) He oHOCH HA JIOTapUTAM €a OCHOBOM jecer, Beh Ha sorapuram
ca TMPOU3BOJFHOM OCHOBOM. HakoH mpoyuaBama OBOT pasBoja 3a a = 1 uw a = 10, Ojnep je
mocMaTpao pas3poj 3a koju je k = 1. IIperxomno je mao u3pas 3a pa3Boj OCHOBE «:

k k2 k3

-1 A
=ity 123

+o 2)

u ybanusmm k = 1y (2), no6uo je uzpas:

CL—l
2 |.2.3

IIpeko oBor m3paza je m3padynao 23 jmenmmae KOHCTAHTE a, OJTHOCHO 11 je
a = 2.71828182845904523536028... TloTrom je, 3apaa KOHIM3HOCTH, TPUPOTHUM JIOTAPUTMUMA,
OJHOCHO OHMMA KOJH OATOBapajy pasBojy 3a k = 1, momenno cuMOOJI € KOME OAroBapa pen

1ty Ly
1712 1-2-3

+ ..

Opnnocuo, Ojnep HaMm je ma0 GHoOpMyLy

1
IR R

Tepmun npupodnu sozapummuy Cce HAjBEPOBATHHU]E MPBU MyT MOjaBibyje y Kusu Logarit-
hmotechnia (1668.), maremaruuapa Hukomayca Mepkaropa, rue oH mpeko 6uHOMHE (hopMyJie
passuja [In(1l + x) u Taj pa3soj manac Hocu Ha3mB MepkaTopoB pa3Boj:

2 1,3 (L‘4

X
34‘3—1—%... (3)

z
1

Ojnep je y €BOjO] KibM3U KOPUCTHUO HA3UB IPUPOIHHU JIOTAPUTAM W MU3PAUYHAO je TPUPOJHE JIO-
rapurme 6pojesa 1,2,...10 Ha 25 genumadia.

LCarl Benjamin Boyer(1906-1976.), amepnyku ncropuyap Hayke



3.2 QOjaepoBa dopmyia

Kao mro cmo nomenysin y nperxoiuoj riaasu, Ojieposa dhopmysia riacu:

T

e = cosx + 1sinzx.
3a x = 7 oBa dopmysia uMma 0bIUK
e = -1,
OJIHOCHO
e +1=0. (4)

Dopwmya (4) y cebu cuaja BaxkHE MATEMATHIKE KOHCTAHTE €, 7, AMATHHADHY JEJIUHUILY | U He-
yTpaJe 3a cabupatme nu MHOXKeme, 0 u 1. OBa, popmysia ce 4ecTo cMaTpa HAJIENIIOM (POPMYJIOM
y MaTeMaTHIH.

4 H3Boheme Opoja e, MPaAIMOHAJIHOCT, TPAHCIIEHIEHT-
HOCT

4.1 WN3Bobheme

Osne hiemo npeko simmMeca, gedpunucaru 6poj e.

1 n

U JIOKaKUMO J1a je OH KoHBeprenTad. IlocmaTpajmo 3ajeqHo ca auzom (a,) u Hu3 (by,) ca ommrum

qIJIaHOM
1 n+1 1
= (102)" s (142)
n n

Ako mokaxemo na mocroju lim, o by,, 0uhe

TlocmaTpajmo uu3

lim a, = = lim b,,

ma he mocrojaru u limy, o a, u 006a gumeca hie umaTu ucry spegaoct. Caja HABOIUMO TEOPEMY
KOjy hemo ma MCKOpHCTHMO.

Teopema 4.1. Axo je nus peaanux 6pojesa (ay) onadajyhu u ozpanuver 0dozdo, mada je maj
HU3 KOHBEPLEHMAN.

Jaxute, caja Keaumo Ja mokaxemo ja je uu3 (by,) omamajyhu. Umamo ga je

n

n
b1 (ﬁ) _ p2ntl N\ n 1+ 1 \" n
by, _(LH)”H_(n—l)”(n—l—l)"H_ n?—1 n+1 n?—1 n+1

n




IIpumenom Bepuynujese mejemaakocTn 106mjamMo aa je

1 " n
1 1
<+n21> st ey

a je

bn_1> . n n >(1+n) n  n+l n _1
by, n2—-1/) n+1 n2) n+1 n n+1 7
1O ject, by,—1 > b, 3a cee n € N, n > 2, onnocno uwuz (by,) je onazgajyhn.
Cana mpeocraje ma mokaxkemo ja je (b,) orpanuden onosmo. Csu wiasoBu Hu3a (by) cy

TO3WTHUBHMY, 114 je 0Baj HKM3 orpanndeH uyjaoM. MehyTum, Hu3 ce MOXKe ¥ IpEeNu3Huje OTPAHTINTH.
IIpumenom Bepuynujese mejegaakocTn 106mjamMo

1 n+1 1
bn:<1+> s1+ttl oy
n n

Haxkute, oBume cMo nokazasu aa je uu3 (b, ) kouBeprenran. Omarie BaXKu Ja je W HA3
1 n
a, = (14—
n

Hedbunumenmo e := lim,, o0 (1 + %)n .

KOHBEPTreHTAaH.

Kako je 3a cBako n, a, < e < by, MOXeEMO JAKO U3PAUYyHATH OPOj € ca TPOU3BOJHHOM
TagHOoIIhYy.

4.2 HWpannoHaJHOCT

Cajta hemo mokazaTy J1a je e HpaIluoOHAJIAH, OJJHOCHO 1A je IHeroB MENUMAJIHI 3AIIC DeCKo-
HavaH ¥ HHje TePUOIMIAH.

TToxceTnmo ce Ja Baxu: € = » - o % OJIHOCHO € = & + % + % + % + ...
Oznaunmo cafa ca Sy =Y o om =1+ 1+ 3 + 3 + -+ 1.
. _ 1 1 1 _ 1 1 1
Opnapne Baxku ga je 0 < e—S5,, = (n+1)!+(n+2)!+(n+3)!+... = () (1 +is Tt (e + ) <
ﬁ <1 + %_H + m + ) . Kopucrehwn ce cojctBoMm 36upa reoMeTpujckor peja, O/
HOCHO 712 3a || < 1 Baxku b+bg+bg*+... = qu, HMaMO JIa je mo + n%_l + m + ) =
(nil)! . ”T“ = ﬁ Haxkne, mobuin cmo ga je 0 < e — .S, < ﬁ, OJIHOCHO,
1
0<nlle—58,) < E,VnGN. (5)

Teopema 4.2. Bpoj e je upayuoraiaH.

10



Zloxas. IlpermoctaBuMo cympoTHo. Jlakie e je pamuoHaJIaH, T€ Ta MOXKEMO 3aITUCATH Kao
%,p,q € N u mera cy p u ¢ y3ajammo mpocru. Mszabepumo 6mio koju mpupoman 6poj n Behu
on q. Kaxo jen > 1, L < 1. Uz (5) umamo ga je 0 < nl(e — S,) < 2 < 1, omakse saxu na
n!(e — S,) Huje npupogan 6poj (re nocroju nmpupojan 6poj nzmely 0 n 1).

Wspas nl(e — Sp) Moxemo sanucaru kao nl(2 —S,) =nl- £ — MG+ d+5+5+..+34)=
%! p—(n!+ ’1‘—,' + 72‘—,' + g—,' + ...+ Z—:) Kako cmo uzabpadau n > ¢ to g|n! na je %! NPUPOJAH, TE je

v 2 . p npuponan 6poj. Jakue, n!(% — Sy,) je npupogan 6poj. Konrpamukimja. O

q
4.3 'TpaHCIIeHIEeHTHOCT

Tojiune 1682. je Jlaj6muur, npBu MCKOPUCTUO TepMHUH TpaHcieHeHTHocT, a Ojiep je oHaj
KOjH je TpaHCIEeHIAeHTHe OpojeBe NeprHNCA0 Ha HAYUH HA KOJU Ce W JaHacC AepUHHUIILY:

Hedunnnunja 4.3. Aazebapcku 6poj je peasan uiu KOMNAEKCAH OPOJ 3G K0jU NOCMOJU NOAUHOM
n-moz cmenena P(x) = anx" +an_ 12" 1 +... a1z +ag, 2de ar € Q, wuju je on Kopen. Peasnu
6pojesu Koju HUCY anzebapcru 3068y ce mpaHcueHdenmmy bpojesu.

IlocTojame TpaHCIEHIEHTHUX GpojeBa joKa3ao je Jlujyeun? 1844, a cenaMm roaumua KacHHje
je ¥ KOHCTPYHCAO jeJaH TPAHCIEHICHTAaH OPoj:

Z 10~* = 0.110001000000000000000001000...
k=1

IIpBu 6poj KOju HEje 3a TO HAMEHCKY KOHCTPYUCAH, & 33 KOjU je JOKA3AHO J1a je TPAHCICHACHTAH
jecre yupaso 6poj e. Tpancuenyentnoct 6poja e je nupsu nokazao Yapic Xepmut Tokom 1873.
Hapeane roaune je I'eopr KanTop qokazao na anredbapckux 6pojeBa nma mpebpojuBo HeckoHaHO
MHOI'O & TpaHCIeHieHTHUX HenpebpojuBo muoro. QPepaunang dhon Jlunjgeman ce ocjama Ha
XepmuTos pan u 1882. nokasyje ma je 3a cBakm asreGapckn 6poj b, pazmmamr of myie, e’
tpaucuengentan. Kako je €™ = —1, oyapie cirenu jia je T TPAHCIEHIECHTAH.

Cajsa hemo mpukazaTu jeqaH JOKa3 TPAHCIEHIEHTHOCTH Opoja e KOju ce HAJA3W y KhU3U
MaTeMaTHIAPa XePHIITajH, o,
IIpBo maBosmmMo JlarpauKOBy TeopeMy O CpeJib0j BPEIHOCTH KOjy heMo KOpHCTUTH Hajbe Y
JOKa3y.

Teopema 4.4. Hexa je ¢pynruyuja g : [a,b] — R :

1. nenperudna y ceum mavkama cezmenma |a,bl;

2. dudepenyujaburna y ceum mawkama unmepsana (a,b).
Tada nocmoju mauxa c € (a,b), maxea da je

g9(b) — gla) = g'(c)(b — a).

2Joseph Liouville(1809-1882.), dbpanIyckn MmaTeMaTrdap u WHKemep
3Israel Nathan Hernstein - Topics in Algebra
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OBzie HAIOMEHNMO JIa ce TadKa ¢ U3 WHTepBaja (a,b) MoXKe mpecTaBuTh U Kao a + 0(b — a)
3a 6 € (0,1).

Pajn nakimer pasyMmeBamba HAPETHOT JOKa3a, HEKE KOpake CMO mpeckouman. OHH ce MOry
wahw Ha Kpajy pasa, y noraasiby Jlomarak.

Bpoj e je TpaHCIieHOEHTAH.

Jokas. Kopucruhemo cranpapapy osuaxy f()(x) ga osnauumo i-ru uzson dysknuje f, Kao u
osnake f'(x), f”(r) 3a nupeu u apyrm ussox dbyukuuje f.

IIpermoctasumo ja je f(x) MOJUHOM 7-TOT CTEmEHa ca peajHuM KoedwurmjenTnma. Heka je
F(z) = f(z)+ f'(x) + f"(x) + ... + fO)(2). Jame, L(e™*F(z)) = —e~2f(x) (noxas noraesarn
noJ ctaBkoM 1 y mormasiby Jlomaraxk).

Axo y Jlarpauxkosy teopemy yBpcrumo g(z) = e *F(x) Ha unrepBaiy [x1,z2] rae je x1 =0
v T3 = k u k je mpo3uBosban mpupogan 6poj, mobujamo e FF (k) — F(0) = —e % f(0,k)k rae je
0 w3 unrepsasa (0, 1) u 3asucu oz k. Muosxemewm ose penamuje ca e’ nobujamo F (k) — F(0)er
—e(1=00)F £(9, k)k. OBO eKCIUMIUTHO 3amUCyjeMo:

F(1) — eF(0) = -0 f(0)) = ¢
F(2) — 2F(0) = —e2(17%) £(20,) = €,

(6)
F(n) — e"F(0) = —ne"1=%) f(nh,) = €,

Cajta, TpeTImoCTaBUMO CYIIPOTHO OJ OHOTA TIITO YKEJUMO JIa JOKAXKEMO, OJIHOCHO Jia, je e ajrebap-
ckn. To 3HaYM 12 OH 33J0BOJbABA HEKY JeIHAYMHY OOJIHKA

Cne” 4 Cn1€" N 4+ ..+ cre+ o =0, (7)

e Cy CQ,Cl, ..., Cp TEJH OpOjeBu U MOXKEMO 6e3 ymamema ommrrocru pehin ja je ¢g > 0. Caua
hemo y penanuju (6) mpBy jeHAYNHY MOMHOXKWTH Ca €1, APYTY ca cy ¥ Tako jgambe. Cabupamem
TUX jeTHAIHHA JobujamMo ciaeaehu m3pas:

c1F(1) +coF(2) + ... + en F(n) — F(0)(cre + c2€® + ... + cpe™) = cre1 + ca€a + ... + cpey. Cag us
jemmaumme (7) mmMaMmo ma je cre + coe? + ... + cpe™ = —cg, Te OBY IPETXOIY jeIHAUMHY MOYKEMO
jeTHOCTABHU]E 3ANUCATH:

coF(0) + a1 F(1) + coF(2) + ... + ¢, F(n) = cre1 + caea + ... + ¢p. (8)

IIperxonna auckycuja ce omHOCWIA HA Mpom3BosbHY dyuKImjy f(z), cama hemo oo rope
HABEJIEHO MPUMEHUTH Ha CIeNU(pUIAH IIOJNHOM, KOJH jé KOHCTPYHCAO0 XEPMUT,

b
(p—1)!

Osze je p 6uso xoju mpoct 6poj 3a KOju Baxku p > n u p > ¢ (Takas npoct 6poj yBeK nocToju).
AKo pasBujeMO 0Baj IOJMHOM, OJHOCHO H3MHOXKHMO CBe 3arpaje, [ mocraje:

P71 — 2)P(2 — 2)P...(n — 2)P.

fz) =

agx? N apzPt! I 1
-1 (@-1! 7 (p-1)
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rae cy ag, aj... HeJII/I 6pojesu. Kaxko je f(x) mommHOM 7-TOT cTereHa, To je 3ampaso r = (n+1)p—1.

Ba i > p, fO(x) je nommroM umjn cy koedurmjenTn gesmusu ca p (mormenarn Jlogaraxk,
craBka 2). Jlake, 3a caxu 1eo 6poj j, () 3a i > p je meo 6poj Koju je mebUB ca p.

N3 rora kako cmo pedwuHucann f(r) MOXKEMO NPUMETUTH Ja OH MMa D-TOCTPYKE Hyje y
taukama ¢ = 1,2,..,n. Omasne, y Taukama j = 1,2,..n f(j) = 0,f'(j) = 0,f"(j) =
0,.. f*D = 0. Caga, F() = () + /() + F/G) + -+ FP + ..+ [0 oamocno F(j) =
fe+D) 4+ £ a 10 je neo Gpoj mebus ca p.

TMocmarpajmo F(0) : y tauku x = 0 f(z) uma p — 1-troctpyky myumy, omaocuo f(0) = f/(0) =
f(0) =...= f*=2(0) = 0. 3a p>i f(0) je meo 6poj memus ca p. Jame, fFP~D(0) = (n!)P a
kako je p npoct u Behu o n ouga p 1 (n!)P. Hakae F(0) je neo 6poj n nuje gespus ca p. Kako je
co>0up>coroptcoF(0). Baxku nap | F(1),p| F(2)...p | F(n), onakie 3akbydyjemMo ja je
coF'(0) + c1 F(1) + ... + ¢, F'(n) meo 6poj koju HUje JIe/bUB ca p.

U3 (7) mmamo ga je coF(0) + c1F(1) + coF(2) + ... + ¢, F(n) = c1€1 + coea + ... + cpép.. 3a
€; BaXKI: €; = —iei(l_ei)f(iei), OJTHOCHO

—1=0) (1 — ;)P ... (n — i6;)P(i6;)P~*

‘T (p—1)! ’
3a 0 < 0; < 1. Onakune,
nP(n!)P
) n
lei] < e -1
3a p — oo,
e"nP(n!)P =0
(p—1)! ’

(mokasz y Toparky craska 3) 1mro 3Ha4u Ja MOXKeMO u3abparu Takas npoct 6poj, koju je Behu un
01N M 011 o, 3a Koju hie BakuTH |c1€1 + ca€g + ... + cpey| < 1. Melhyrum ci€1 + coea+ ... +crep =
coF(0) + c1F(1) + c2F(2) + ... + ¢p F'(n) ma Mopa 6utn 1eo 6poj, a Kako je Beropa alcoIyTHA
BPEJIHOCT Makba 01, 1 To Mopa Jia 6uth c1€1+coea+...+cpey, = 0. Hakae, coF (0)+c1 F(1)+caF(2)+
..+ ¢, F(n) = 0; oBo je mehyrum uemoryhe momro suamo ga p 1 (coF(0)+c1 F(1) +coF(2)+...+
cnF'(n)), a p | 0. OBa KOHTPAMKIKMja TPOU3NIIA3M U3 [IPETIOCTABKE J1a je € ajurebapcku, JaKie,
€ je TpaHCIeHIeHTaH. [

TpancueneaTHOCT 6pOja HOBJIAYU U HETOBY UPAITMOHAJIHOCT, TAKO JIa CE IIPEKO OBOT JI0KA3a
MOXKe TTOKA3aTH U JIa je € WPAITMOHAJIAH.

4.3.1 omarak

Panm nakrmer pasyMmeBama JOKa3a TPAHCIEHICHTHOCTH Opoja e, MPEeCKOUMIN CMO HEKE CTaBKE y
J0Ka3y. ¥ J10Ka3y je Oujio HAIOMEHYTO HA KOje JIeJIOBE JOKA3a Ce TO OJHOCU W TH IMPECKOUCHU
Kopalu ce Mory Hahu oBe.

1»%?”W%=F@%%f“w“$ﬂ@:F®%Ff0+fﬂ( )+ f1() + f" () +
) = e *(f'(x) +

.+ fMY. Kaxko je f(x) mOJHHOM 7-TOT CTeIEHA TO CJICIH 7:( e PF(x))

f'(@) + o+ f) = F(z)) = e (= f(2)), omoco f(e " F(z)) = e * f(a).

2. Kao mrro ¢mo Beh masenn

1P D p+1
_(nY 21y apx arr 1 (n+1)p—1

R e [ e IR PR ]
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TlocmaTpajmo 1rTa ce jeriaBa 3a ¢ = p, JJOKa3 je aHAJOTaH 3a ¢ > p. KOPHCTHMO MO3HATO

cBOjcTBO M3BOMA momMHOMA, Tj. ma je (z¢)™ =a-(a—1)-..- (& —m)z* ™ 3a m < a.
1P .

Ounasze, ((gz)l),:rp*l)(p) = 0, a Kom cBEX ocTayux cabupaka cremen je Behu o p, ma he

360r rope HaBEJIEHOT CBOjCTBA U3BOJIA MOJUHOMA CBU OHU OUTH JIEJHUBH €A P.

e"nP(nh?P _ n n )Pty nnn!  nnl n-n! n-nl n-n!
0 -1 — € n(n!) -1 — ¢ n(nl)*= - Tl el (p=1)D
—1\V'=n-n!

a ITo e Mame o e'n - n) .t el o nenl n-n! (p=1)t=n-n!

J 7T ' 1 2 o onen! n-nl+1

—1\V'=n-n!

Kaxo je lim e'n-pl.nnt o nnt el (_nend ()i = 0, To mpekro Teopeme maBa

J p—00 : n-n! n-n!41 - p p A

. . . . NP n\p

nosnajua gobmujamo ma je limy, o © (7;7(1")') =
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5 3akJpyvak

Y oBom pasay GaBmim cmo ce Gpojem e.

Y npyroj raaBu pajsia 6aBUIM CMO Ce THMe KaKO Cy MareMaTudapu y 17-oM BEKy JIOILIH 0
6poja e.

ITorom cmo y tpehoj ruraBu Buzesn rie U Kako ce 6poj e nojaspuBao y OjaepoBoM pajy.
Hagesm cvo u Ojneposy dopmyy.

Y 4eTBpTOj IMIaBU CMO BUJIEHU jeHO u3Boheme 6poja e, Kao u JI0KA3 Jia je € UPAINOHAJIAH U
TPAHCICHIEHTAH.

3axBaaHHUIE
OBae bux xejeja Jia ce 3axBajguM cBOM MeHTopy, Hukosmu Murpunosuhy, Ha cBoj momohu
KOjy MU je TIPY>KHO y TOKY H3PaJe paja.

Kemena 6ux 1ga ce 3axBajuM U CBOjoj paspeanoj, Cuexxanu Jemauh, 3a CBy TIOAPINKY U CBe
IHEHE CaBeTe KOje MU je HeCeOMYHO TPy Kaa MPOTEKIe YeTHPU TOJIUHE.
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